洗濯板ポテンシャル影響下での有限領域に於ける拡散過程(講義ノート) by 田代, 徹 & 森田, 昭雄
Title洗濯板ポテンシャル影響下での有限領域に於ける拡散過程(講義ノート)
Author(s)田代, 徹; 森田, 昭雄




Type Departmental Bulletin Paper
Textversionpublisher
Kyoto University






1 はじめに 650 
1.1 研究の背景 . . . . . . . . . . . . . . ..安. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 650
1.2 層期係数常微分方在式と特d性指数.. . . . . . . . . . • • . . . • . . . . •  650 
1.3 本論文の巨的 . . . . . . . . . . . . " . . .， . " " . . . . ， . " " " . " . ..ー ・・・・ 651 
1.4 本論文の構成と概要 . . . . . ，. . " . . . . . .  . . . " . . . . . . ..・・・・・・・ 652 
2 洗濯板ポテンシャル影響下での宥鼠領域に於ける拡散逼程 652 
2.1 拡散方程式 . . . • . . . . • . . . . . . . . . . . • • . . . . • . . . •• 652 
2.2 境界条件. • . . . • . . . . • . . . • . . . . . . • . . • . . . • . . . •• 655 
2.3 境界条件と特性指数 . . . • • . . . . . . . . . . . • . . . . • . . . . . . . . . 657
2.3.1 〆=0， 0く〆fく1. . . . . . .・・・ー・・・・・・・・・・・・・・・・・・ 658 
2.3.2 〆=0ヲ ジ/1= 0 or1 . . . . . . . . .・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ 659 
2.3.3 v'チ0ヲジIf= 0 or1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  660
2.4 ρいうt)の挙動 . .‘・・・・・・・・・・・・・・・・・ a ・・・・・・・・・・・・・・・・ 661 
2.4.1 F = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 661 
2.4.2 F -#0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 664
2.5 knの新近的表現 .. . . . . . . 曇・ a ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ 666 
2.6 Kramersの理論との比較... . . . . . . . ". . . . . . ..・・・・・・・・・・・・・ 667 



















謹式， overdamped limit，すなわち摩擦抵抗が十分大きい撞誤では Smoluchowski方程式によって
モデルイとされ，数多くの理論的な研究が昔から或されてきている.持にSmoluchowski方程式に関
しては吉くは 1958年にStratonovichが定常解を導出し [17]，平均速度や存効拡散係数の近i民的会










_1_L')一十ゆ(t)z(t)= 0 (争(t+π)=ゆ(t). (1.2.1) 
dt2 
この方程式を次のように表そう.
主Z(t)=吋 Z例 (1.2.2) 
ここで
( z(t) ¥ ;T../_L¥ ( 0 1 ¥ 
Z(t) = { ~~~~ )ラ巷(t)= I :1.，:) ¥ i(t) } 7 - ¥-j ¥_争(t) O} 
とした.識で1tlた議論がされるが，この解は
(1.2.3) 







Gp(N7f，0) = Gp(π，O)N (I'V=1うえ・ー〉 (1.2.6) 
が満たされる.従って tが大きい極虫 (N→∞)での解の安定量はGp(すう0)の富有笹ηによって
決定されることがわかる.このηは次の特性方在式を満たす.






































洗濯板ポテンシヤjレ彰響下にある Smolchowski方程式は弘下のようになる.。r8 _ .， ，1 -ρ(x， t) = ;~ I一十 V'(x)Iρ(x， t) (2.1.1) δzδx 18x ' . \~J I 
ここでρ(x，t)は確率密度関数を表す.またV(りが法濯板ポテンシャルであり，思期がπの罷数
















ρ(民0)= 8(x -xo) (2.1.2) 
とする.
V(x)は詩需に揚に法存しないので，p(xぅt)を変数分離





d2S(x) ， TTlf ~~\ dS(x) 
dx2












W(x)三 limρ(x，t) = --;:'N 
v 
t→∞ J~V 7r dxe-V(め
この変換のもと， (2.1.5)式は以下のようになる.







動)= (川)う K(← (~k V'~X)) (2.1.11) 
γ'(x) = F + U'(x)に関して，毘朝関数の数分U'(x)もπの周期関数であるから，V'(x) ~ま題期関
数である.つまり K伊+吋 =K(めが成り立つ.
(2.1.10)式は形式的に次のように解くことが出来る.
曾(x) = 叩 ) + 1ax dx町XIK占K(伊Z釘伊1
右辺の守(枯tl)~にこ左辺を逐次イ代t入していけば
(2.1.12) 




Gd(X，O) = E1十f伊仙f叫 ωf叫ヤ2)+'" (El: 2x2単間リ〉山4)
である.このGd~ま以下の性質を有する.
Gお2，Xl) (0三Xl:; X2三刊の性質i
性質i) Gd(X2十iT，Xl十π)= Gd(X2， Xl) 
性質i) Gd(X2， X')Gd(どうXl)= Gd(X2， Xl) 
性質ii) Gd(XlぅXl)= El 
性質iv) <::\~ Gd(X21 Xl) = K(X2)Gd(X2， Xl)， <::\~ Gd(X2， Xl) = -Gd(X2， xl)K(Xl) δ X2 ラー '~J../ δXl 一






rX2+1τ tX2-ト1f t 








































boundary 1 : 南端が反射壁 (Neumann型境界条件)
boundary 2 : 南端が吸収壁 (Dirichlet型境界条件)





J(x， t) Ix=O，Nπ=0 宇*ψ'(X)lx=O，Nπ=0 (2.2.2) 
である.また吸収壁と辻，そこで確率密度関数が0とごとることを意味する.よってψで表すと
ρ(x， t)lx=oラNπ=0 ゃ:::} ψ(叫ん=O.Nπ=0 (2.2.3) 
である.
周期性境界条件とは南端でpとJが等しくなることで
p(N7r， t)=ρ(0， t) 宇中 ψ(Nπ) = eFNπψ(0) 




boundary 1 ψ'(x) = 0 at xニ OandNす? (2.2.6) 
boundary 2 ψ(x) = 0 at x = 0 and Nnラ (2.2.7) 
boundary 3 雪(Nπ)= eFNす曹(0) (ψ(0)手oandザ(0)手0). (2.2.8) 
これらは Gdを使¥って
boundary 1 (寸)) =Gd川)(ヴ)) ， (2.2.9) 
boundary 2 し，L官)) =G仇的(ふ)， (2.2.10) 
D l¥T_ f 1 0 ¥ 
boundary 3 : Gd(Nn，O) = e1:'lV7r I : : Iう (2.2.11) 








Gd(lπ， (l -1)π) = Gdケタ)(l = 1，2ぅ・ ..N) (2ユ13)
なので




入2_ tr [Gd(π10)]入+eF1f = 0 (2.2:15) 
この 2つの解を
F1f/2 二七πUε '-e (2.2.16) 
と於いても何ら一般住辻失われない.ここでνは特性指数で一般に複棄数で為る:
ν三 v'+ iv" . (2.2.17) 
前第で議論した通り パラメトワック振動子ではこのように辱性方程式の解を特性指数を使って
表現することで，長時問題援での系の安定'詮を単純に扱うことが出来た.今の有限区間の拡散の
問題でも特性指数を導入することで，壕準形を整然と分類出来，廷いては boundary1， 2， 3の境
界条件に対する Strum-Liouvil1e問題の理解につながることとなる.
それでは実際に Gd伊10)の標準形を求めてみよう.先ず(2.2.15)式の解が複素数のとき.部ち

















/ ~i1fVIf fi ¥ 
(LBr)-l Gd伊刈LBr= eFπ/2 Br-1 ( t ^ _~，'" ¥ Br 
¥ U e ..- J 
= eF1f/2 ( COS 7r戸-sin 7r戸}





Itr [Gd(1r， 0)] I =2eF1f/2のとき辻入辻重解土eFπ/2をとるので〆 =0であり〆， ~ま O もしくは 1












/♂(ivり F/2) 1 ¥ 
L-1G恥明=( o e宮山F/2) ) . (2.2.23) 









/ ~1fV' Ii ¥ 
(LBi)-l Gd(1r， O)LBi =♂(iv斗 F/2)Bi-1 (三二， } Bi 
¥ U e"v I 
=♂叫F/2)( c~s~ 1rV; 帥げ) (2.2お)





〆=0ラ Oく ν1< 1 eF1f/2 ( cosげ， -sinげ， ¥ 
¥ sin 1rV" cosπv" I 

























v'チ0ぅ v"= 0 or 1 ♂(山F/2){ωhげ s凶げ}








2.3.1 v' = 0， 0く V"< 1 
(2.2.21)式より明らかに行列LBrの成分は実数である.それをいま
四 =(:2) (2.3.1 ) 
とすると，
Gd(同 yv= eN7rF匂 B主(ー?て一如fV7ffff}(LBr)-1
¥ sm lV1τV' COS1V1τV. I 




ムr三 αr81'- s1'守r. 
boundary 1 : (2.2.9)式を溝たすために辻
(i1'2十01'2) sin N 1fV" = 0 
であることが必、要である.ここで LB1'の正期性のため，乍と長が同時に0とまることはない.
従って
sin N 1fV" = 0 
である.0く♂ <1なのでN=lのとき辻上式は成り立たず.N:三2のとき
V" -号(m= 1，2，ぅN-1) (2.3.3) 
またこのとき位[Gd(1f，0)]は
tr [Gd(1f， 0)] = 2eFπ/2COS竺竺 (m = 1うえ・・・，N-1) N (2.3.4) 
をj詩たすことになる.
boundary 2 : (2.2.10)式を満たすためには
(ατ2十 sr2) sin N 1fV" = 0 
であることが必要であるが，やiまり αrとβrが同時に0となることはない畳従って





boundary 3 :先ずF手。の場合辻係数が違うため， (2.2.11)式のようになることは有り得な
い.F=Oのときは
sin N 1fV" = 0 and cos N 1fV" = 1 
であるとき (2.2.11)式を満足する.この場合はN=1，2のときは上式は或り立たずN三3のとき




2.3.2 〆=0，〆'=0 or 1 




L=(~ ~) (2.3.7) 
とすると，
{ (♂(ル叫F/2))N N ¥ 
G仇 0)N=L(9(♂(山/叩 )L-1 
1 ( l.eNπ〔ν叫 F/2)-Nαc Na2 ¥ 




boundary 1 : (2.2.9)式を溝たすためには cニ Oが必要である.このとき Lの正副性のため
d=Oとなることはない.よってGd(久的が
/♂(ν叫 Ff2) α/d ¥ 
Gd(久的=l 。 ♂山~/2) J 
という形であれば(2.2.9)式を溝足する.
boundary 2 : (2ユ10)式を満たすためにはα=0が必要である.このとき Lの正期牲のため
(2.3.9) 
b=Oとなることはない.よって Gd(πぅ0)が
/♂(v"十F/2) 0 ¥ 
Gd(久的-! ~ J. 'Tr(''-:'Ti'!?i 1 ~ c/b ♂(ν"+F/2) ) 
という影であれぜ(2.2.10)式を満足する.









! cosh N 1fV' sinh N 1fV' ¥ 
Gd(1f，O)N = eNπ(il"十F/2)LBi{~~~:_~:::~， :~~~:1:T~~.f ) (LBi)-l 
¥ sinh N 1fV' cosh N 1τv' J 
一oN7f川川川N7f州叫叫究叫柑ゆ(与併(il"ルジ
し { 一主子戸乙らS由i凶n油hN附πν〆r 側 hN
ここでムiはLBiのそ子列式とした:
Oi三 αidi-sni . 
boundary 1 : (2.2.9)式を満たすためには
(')'i
2 




( e平方νI Ooi李主s・h 1fV' ¥ 
G仇 0)=♂(山明( 。てJす ) (複合開IJi)
という形であれば(2.2.9)式を満足する.
boundary 2 : (2.2.10)式を溝たすためには























ここから boundary1， 2に限定し，更に具体的に U(x)=守cos2xとして (2.1.1)の時詞依存解




ここで8n.m ~土 Kronecker心elta 記号である.また一般に kn ~ま
kn = foN1r師 側州}2三0
(2.4.1) 
(2.4.2) 
である [21].等号はboundary1のとき成り立ち，そのときをη=0と定める.明らかにψ。(x)= 1 
である.
確率密震関委主は境界条件を満たす解W(x)e-knt仇(x)の隷彰結合で表され，
p(x，t) = W糾L仰 -knt仇(x) (2.4.3) 
n 
となる.ここでらは初期条件(2.1.2)より決まり
ρ(x，の=W(x) L e-knt仇(xo)仇(x)ー (2.4.4) 
となる.
2.4.1 F = 0 
先ずF=Oのとき，q， knを変えて持性詣数の値がどのように変イヒするのかを表したのがFigure
2.4.1である.告色の領域で〆=0， 0 <ν1 < 1，灰色の領域で〆 =1-0， v" = 1を満足する.畠
嬢辻それぞれ， rl， r2，…が(2.3.9)式， al， a2，・ー が(2.3.10)を満たし，またηと1に対して，




12l ~僚議r ，'  
IO i JF i3/ 
I ， 8l ， 




。 1 2 
q 
3 4 
Figure 2.4.1: V (め=qcos2x. 自色領域 ;v' = 0， 0 <〆<1， E疋色領域;〆ヂ 0，ν1= 1. 
a2， r2は共通している.従ってこの菌線上では
τ I 1 0 ¥ 
L-1Gd(1f，0)L= I : : I 

















0< x < 51τ
とし(つまり N = 5)，また守=3， xo = 7とする.このとき前述の還り，一番下の白色領域内に
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室主総幾投機滋議機綴喜義務綴緩愛媛続々全i義務総務総長議室。 1 2 3 4 
q 





ここで q= 3， xo = 15として，有隈偶のんでρ〈民t)を作ってみる.xの領域は F= 0の場
合と同じにした.この場合でも一番下の白い領域には4つのんが存在し，更にboundary1では
お=0， boundary 2では境界隷alが加わる (Figure2.5.2参損).それらんで，境界条件を溝足
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曾η(X)= 雪~O)(X) 十 kn司!~l)(X)+ .. 
ここで雪n(X)の拐期条件は雪炉(X)にのみ課す:
拐期条件が
判明)= ( ~) (j 
initial condition 1 :仇(0)= 1 ， ψ~(O) = 0 
initial condition 1 :仇(0)= 0ぅ弘(0)= 1 
であるも丹に対してそれぞ札の解は以下のようになる.
( 1 ) _ kn ( Jo't dX}T~~(~~ J;1 d~~;~~(X2) ， initial condition 1 :曹η(ぉ)-l i i i+0(kJ) -¥ 0) "'n ¥ eV(X) Jcf dXle-V(xl) ) 
( e-V(O) f~ dゎ eV(xI)¥ 





( e-V(O) Jcf dXleγ(Xl) Jcfl dX2e-V(X2) Jcf2 dX3e V(X3) ¥ 
i i+0(kJ) 
n ¥ e-V(O)+γ(X) Jcf dXle-V(Xl) Jcfl dX2eV(X2) ) 
(2.5.5) 
性賀ii)を考意すると，Gd(X言。)の或分辻初期条件が(2.5.3)式である解より構成されているので，




eF1f - 1 ( 





よってんの 1次までとることで， (2.3.4)の関葬式から九が求まる.先ずFニ Oのとき辻
k.， = 4~i~2 書芸マ 司 〕円= 内 ~:f- (η= 1.2.・・ .N-li Hπ2Io(q)2 ，.- -， -， ，_. -j (2.5.9) 
となる.上式に於いてn=Oとすると，ko = 0が得られる.またη=NとするとたN=4/π2Io(q)2 
であり，これと (2.5.6)式から， tr [Gd(民 0)]= -2十O(ん2)となる.これは (2.5.9)式がalを九
が小さいところで漸近的に再現することを意味する.よって
k.， = ~sぽ器 f boundary 1 : n = 0ぅ1ぅ ，N-1 
n-π2Io(q)2 1 boundary 2 ; n = 1，2，"・ぅN (2.5.10) 








G 2 3 4 5 
q 




ん= ア 川 (n= 1ぅ2，.・・ぅ N-1) (2.5.11 ) 
とをる.このときは ko= 0や alを表すことは出来ない.Figure 2.5.2 ~こ F=l の場合について
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Figure 2.6.1: N = 2， F > 0の場合の洗濯板ポテンシャル
ここでKramersの理論と比較するため，若干ポテンシャんを変更し以下のようにする.














ァ=(~) 2 {foKむ le目白+MIL21白戸川X2+qcos 2X2} 
十三山foKd町内山崎叫1}fM2F/山一2}
2Fπ/ω-1 (∞( -1)1(2Fjω)2Iz(q?， 
=ーli'
-.J_ (1自)2十2二 i¥-V¥'LJ '-t: (2Fjω)2十412 ) (2.6.3) 
よって
1 T 2πtanhFπ/ω/ ∞ (-1)1(2Fjω)2Il(q)2， 
Io(d+25Ji(26.4) 
kl e2Fπ/ω+1ωF \~U\'1 J 





























する平均時間アABを求める [22ぅ23]. これ辻系が平禽に達するまでの時間と考えてよい.F， qが
非常に大きいとき.A， B， C，各々のポテンシャルの値はおよそ
3 _ 1 





















































J dXldx2e-Fxl+Fx π十ε-F7r_ 1 r十=
F2 
H I-11 1 dXldx2e-Fxl+Fx2 cos2l1xl = ε凸
J J -















十e-F1r 1 _~F ， ~i1 + (-l)l ~ (e-F7r - 1) 
十2Io(q)L~ I_ T，1')イ A1つ Il(守)
ゃ (-l〉11F2(eh-1)(-1)tF叫 (q)2ヤ~\Ih (q)石2(q)十2二 m ，A 1つ (A.8)if::2(F2+41J)(F2十4h':)
???
田代権、森田昭雄
となる.また上式;こ於いてF→ -F，q→ーをとし，Il( -q) = (_l)lIz(q)を捜えば
fo7r dXl eFX1 +内 zfzdZ2ε-FX2 -q COS 2X2 
-Fπ ↓ eF7r _ 1 _ ，， ~~1 + (-1)1 ~ (eFπ-1) 
J V A 十2Io(q)〉;kmfHつ Iz(q)
{_1)l2 F2(eF7r - 1) T f ~.\ T f _¥ n，，"， (-1)1 Fπ五(q)2
2¥ Ih (q)ι(q) -2二 mem(A.9) llJ2{F2 十 4h 2)(F2 十 4l2;t)-..l.':Z/-"~\'OL/ -~ 
となるので，結馬
T = fo7rすd批Z叩leρe
+ eF7r fo7r dXle-Fxl-Q閥均fdzρ÷ 2ー
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